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En este ejercicio queremos estudiar un sistema de
dos muelles de constante k y longitud de reposo a'
conectados en serie, con dos masas m (una al final de
cada muelle) sometidos a la fuerza de la gravedad,

como se muestra en la figura de la derecha.

1. Encontrar el Lagrangiano

Por simplicidad, podemos escoger que las canti-
dades sean positivas cuando estas van hacia abajo.
Llamemos y; a las posiciones de las dos masas con
respecto al techo y, analogamente a lo que ha definido Javier en el capitulo 6, llamemos
x; a las distancias de las dos masas respecto a las posiciones de reposo de los muelles.
Entonces tenemos que
Y1 =a+x; Yo = 2a + x4 (1)

La energia cinética de cada masa es la siguiente:

1 1 1
T; = gmi} = gmi} =T = m (47 + 43) (2)
Para la energia potencial, tenemos dos tipos, la energia potencial elastica de cada
muelle:
1 2 1 2 21 1,19 2
Vo =k (A2) =Sk |y — a)® + (y2 — 01 — 0)] = Sk |2} + (22 — 1)’ (3)
2 2 2

Y la energia potencial gravitatoria:

Vg =—mg (y1 +y2) = —mg (3a + 21 + 73) (4)

1Javier no dice nada de la longitud de reposo, asi que lo tinico que supondré es que son iguales para
los dos muelles.



Juntandolo todo, obtenemos que el Lagrangiano es

1 1
L:T—V:im@%—kﬁ)—ik[xf—i—(xg—xl)ﬂ+mg(3a+x1+x2) (5)
1
=gm (xf + x%) — =k {21}% + 3 — 2x1x2} +mg (3a + 1 + 22) (6)
N T 2 —1)\ [
_§m(x1 $2><x2>—2]€(1’1 l’g)(_l 1)(1’2)
.k .
+mg<1 1) o +3mga:@iti——itfli—l—mgbtijti%mga (7)
) 2 2

2. Cambio de Coordenadas

Para eliminar el término proporcional a z;x5 vamos a tener que diagonalizar la matriz

A:<—21 _11> (®)

Primero encontramos el polinomio caracteristico

2—-X -1
-1 1-A

‘:(2—)\)(1—)\)—1:0:>)\2—3)\+1:0:>)\i: 5 9)

Para encontrar los vectores propios simplemente utilizamos que estos deben cumplir que

2x—y:3i2\/5x:>y:<2—3i2\/5>x:<1:':2\/5>x (10)

1 5+v5
6+:<12\/5>:<V513\/5) (11)
10 — 2v/5 N —V 10
1 ( ) ( 5-5 )
= ————— p— O
Jio+2y5 \ 1+ V5 e
5+v5 5—/5

M — ( \/ 51_ \/ 1 ) (13)
Definiendo una nueva variable como

(xl):M<Zl>:>Z:M‘1)E (14)

En este caso el Lagrangiano se simplifica a

(12)

ok .
L:??Z—2Z¢< 0 >Z+mgbt]\/[i’+3mga (15)
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3. Solucion de las ecuaciones

En este Lagrangiano ya no tenemos términos cruzados de la forma z;25. Por lo que
las ecuaciones de Lagrange seran independientes. En este caso las ecuaciones de Lagrange

seran:
gi = —kA 2z +mgb- &, = (?t <§i> =mZ (16)
SZLQ — —kA_z +mgb-E_ = :iit <§ZLQ> = mZy (17)
Que tienen como solucion
a(t) = KG &, + A, cos (t k:; + @1) (18)

— [EA_
231(75) = %b - C_ + AQ COS (t ? + QOQ) (19)

Aunque la solucion final es bastante complicada, después de algunas simplificaciones po-
demos llegar a

2mg ot \/S cos (t 7]{;(3 + \/S) + 901> +As e \/5 cos (t 7]{:(3 _ \/S)

L
n(t) = at ==+ A =5 om 10 om

A
EONW 10

Y2 (t) = 2a+

2m 10 2m

2mg
y(t) = < @ty > + A€, cos < Arwot + 4,01) + AaC_ cos (\/xwot + @2) (20)

3m
26L+ Tg

Estas ecuaciones tienen la forma que deseamos, vamos a estudiarlas un poco, compa-
rando con los resultados obtenidos por Javier sin gravedad. Primero hay que anadir que
hay dos fuentes de diferencias entre esto y lo que hizo Javier en el capitulo 6. La primera es
evidentemente la gravedad, y la segunda que estamos forzando que el extremo de uno de
los muelles esté siempre quieto. Esta segunda tiene una consecuencia inmediata, y es que
hemos perdido el término lineal en t. Para simplificar el estudio voy a fijar ¢; = s = 0.

Primero de todo vamos a estudiar el caso A; = A, = 0. Entonces las masas estan
quietas (la posicion no depende del tiempo) y la solucién es

n)=at 0 gty =20+ 20 (21)
k k
Esto es exactamente lo que obtendriamos si resolviéramos el problema de estatica igua-
lando las fuerzas a 0. Por otra parte, si “apagamos” la gravedad, es decir ponemos g = 0
obtenemos el mismo resultado que Javier.
Estudiemos ahora el caso A, =1, A; =0

a+ 2 e 3-V5

10

3

3mg 5—\/Scos<t k(3+\/§)+%>+A2 5+\/Ecos(t k(3 — v/5)

+ 902)
+ 902)



Lo que podemos ver es que las dos masas suben y bajan juntas, ademas, como es de esperar,
la masa inferior oscila con mayor amplitud que la superior. Este modo de vibracion es
equivalente al que se muestra en el minuto 35:33 del capitulo 6, pues los dos muelles se
estiran y se contraen a la vez y ademas es el modo de frecuencia mas baja. Vemos que
la gravedad no juega ningin papel importante aqui, pero el hecho de mantener fijo uno
de los extremos es el que provoca no solo la diferencia de amplitudes sino también que la
frecuencia de oscilacién es més pequenia que en el caso que se deja oscilar libremente (en
ese caso recordemos la frecuencia era wy).
En el otro caso, Ay =0, A; = 1 tenemos

2mg 5+v5 3 5
( 2a+ £ ) + ( 518\/5 ) cos ( +2\/_w0t) (23)
T Vo

En este caso las dos masas suben y bajan en contraposicion, cuando una sube la otra baja

y viceversa. Ademads la masa inferior tiene ahora una amplitud méas pequena, este modo
es el equivalente al que se muestra en el minuto 35:58, pues cuando uno de los muelles se
contrae el otro se dilata y ademas es el modo de frecuencia més alta. De nuevo la gravedad
no juega ningun papel, y todos los cambios se deben al hecho de haber fijado un extremo,
también en este caso la frecuencia es inferior a la que tendriamos con el extremo libre (en
ese caso la frecuencia era v/3wp).



